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Ðèñóíîê 1.

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ

×ÈÑËÅÍÍÎÑÒÈ ÏÎÏÓËßÖÈÈ

Ïàíüãèíà Íèíà Íèêîëàåâíà

Â ñâîåé ðàáîòå ÿ âñåãäà ïûòàëñÿ
îáúåäèíèòü èñòèíó ñ êðàñîòîé.

Ãåðìàí Âåéëü

Ëþáàÿ ýêîñèñòåìà ñîñòîèò èç ïîïó-
ëÿöèé � ñîîáùåñòâ îðãàíèçìîâ îäíîãî âèäà
â âûäåëåííîì ïðîñòðàíñòâå è âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ìåæäó ñîáîé è îêðóæàþùåé ñðåäîé.

Îïèñàíèå ïîïóëÿöèè îáû÷íî ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç åå ÷èñëåííîñòü (áèîìàñ-
ñó). Ýòî âåëè÷èíà öåëî÷èñëåííàÿ, íî ìû
áóäåì îïèñûâàòü åå íåïðåðûâíîé ôóíêöè-
åé îò âðåìåíè � X(t). Â êà÷åñòâå ôóíêöèè
X(t) ìîæíî âûáðàòü ïëîòíîñòü ïîïóëÿöèè
(êîëè÷åñòâî îñîáåé íà îïðåäåëåííîé ïëî-
ùàäè âûäåëåííîãî àðåàëà).

Çàïèøåì çàêîí èçìåíåíèÿ ÷èñëåííî-
ñòè ïîïóëÿöèè çà âðåìÿ ∆t:

∆X = Ïðèðîñò � Ïîòåðè
Ïðèðîñò = R ⋅X

R � êîýôôèöèåíò ïðèðîñòà. Ñ÷èòàÿ, ÷òî
÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè, çàïîëíÿþùåé äàí-
íóþ ýêîëîãè÷åñêóþ íèøó, îïðåäåëÿåòñÿ îã-
ðàíè÷åííûì ïèùåâûì ðåñóðñîì ñðåäû Q,
ïîëàãàþò, ÷òî çàâèñÿùèé îò ðàçìåðà ïîïó-
ëÿöèè êîýôôèöèåíò ïðèðîñòà R ïðîïîðöè-
îíàëåí âåëè÷èíå, õàðàêòåðèçóþùåé ïîòðåá-
ëåíèå ðåñóðñà Q � X. Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî

Ëþáàÿ ýêîñèñòåìà
ñîñòîèò èç ïîïóëÿöèé...
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ïîòåðè ñîñòàâëÿåò òîëüêî åñòåñòâåííàÿ
óáûëü îñîáåé, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà
÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè. Ñëåäîâàòåëüíî,
èìååì (óðàâíåíèå Ôåðõþëüñòà):

∆X = k ⋅(Q � X)⋅X � d⋅X (1)

Ñìîäåëèðóåì, êàê èçìåíÿåòñÿ ïëîò-
íîñòü ïîïóëÿöèè â çàâèñèìîñòè îò åäèíè-
öû âðåìåíè time ñ ïîìîùüþ ýëåêòðîííîé
òàáëèöû Excel. Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåí
ýêðàí ðàáî÷åãî ëèñòà Excel. Èñõîäíûå äàí-
íûå: êîíñòàíòû Q, k, d (ÿ÷åéêè A5, B5, C5),
ìàëàÿ íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîïóëÿöèè X(0)
(ÿ÷åéêà E5) õîòÿ è âûáðàíû óñëîâíî, íî îíè
îòðàæàþò õàðàêòåð ïðîèñõîäÿùèõ ïðîöåñ-
ñîâ. Íåîáõîäèìûå ôîðìóëû, êîýôôèöèåí-
òû, ãðàôèê èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ïîïóëÿ-
öèè òàêæå ïðåäñòàâëåíû íà ýêðàííîì ëèñ-
òå. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ
ñëåäóþùèå ýëåìåíòû Excel:

� ôîðìàòèðîâàíèå ÿ÷ååê (çàëèâêà,
îáúåäèíåíèå, ïðîðèñîâêà ãðàíèö, âûáîð
øðèôòîâ, âûðàâíèâàíèå);

� ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ
(âûáîð äàííûõ è òèïà ãðàôèêà, îôîðìëå-
íèå ãðàôèêà);

� ðàçëè÷íûé âèä ôîðìóë äëÿ çàäàíèÿ
äàííûõ;

� ýëåìåíòû óïðàâëåíèÿ (ñ÷åò÷èêè);
� îôîðìëåíèå ðàáî÷åãî ëèñòà (ïðè-

ìå÷àíèÿ, ðàçìåðû ÿ÷ååê è äð.).
Ðàññìîòðèì, êàê èçìåíÿåòñÿ ðîñò ïî-

ïóëÿöèè â çàâèñèìîñòè îò âõîäíûõ ïàðà-
ìåòðîâ. Äëÿ âàðüèðîâàíèÿ çíà÷åíèé êîýô-
ôèöèåíòîâ Q, k, d èñïîëüçóþòñÿ ñ÷åò÷èêè,
ñâÿçàííûå òåêóùèìè çíà÷åíèÿìè ñ ÿ÷åéêà-
ìè B11, B15, B19. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ìå-
íÿòü ëèøü îäèí ïàðàìåòð k (âëèÿíèå îñ-
òàëüíûõ � äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ èññëåäîâà-
íèé è âûâîäîâ).

 Ïðè óâåëè÷åíèè ðîæäàåìîñòè (ñ øà-
ãîì 0.001 è íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì 0.04) ïî-
ïóëÿöèÿ, î÷åâèäíî, áûñòðåå (âî âðåìåíè)
äîñòèãàåò àñèìïòîòè÷åñêîãî (ðàâíîâåñíîãî)
çíà÷åíèÿ (ìîäåëü Bio_1.xls).

Óïðàæíåíèå 1.
à) Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêîå (âî âðå-

ìåíè) çíà÷åíèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè.
á) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ k ïëîòíîñòü

ïîïóëÿöèè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, ðàâíîé èç-

íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè? Îïðåäåëèòü âèä ãðà-
ôèêà ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ k.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ñîîòíîøåíèå
(1) ïðè ∆X = 0.

Âèä ãðàôèêà íà ðèñóíêå 1 îçíà÷àåò,
÷òî àäàïòèâíîñòü ïîïóëÿöèè âåëèêà è ïî-
ñòóïëåíèå ðåñóðñà äîñòàòî÷íî. Ïðè äàëüíåé-
øåì óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà (k = 0.305) âîç-
íèêàþò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ÷èñëåííîñ-
òè ïîïóëÿöèè (ðèñóíîê 2). Ýòî õàðàêòåðè-
çóåò ïëîõî ïðèñïîñîáëåííóþ ïîïóëÿöèþ â
íåáëàãîïðèÿòíîé ñðåäå (áåäíîé ðåñóðñàìè).

Ïðè ïîñëåäóþùåì óâåëè÷åíèè ïàðà-
ìåòðà k íàáëþäàþòñÿ èíòåðåñíûå îñîáåí-
íîñòè ðàçâèòèÿ ïðîöåññà. Âîçíèêàþò (ïðè
k = 0.396) óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå îñöèë-
ëÿöèè îêîëî àñèìïòîòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ (ðè-
ñóíîê 3), à òàêæå (íàïðèìåð, ïðè k = 0.420)
«íåïðîãíîçèðóåìûå» çíà÷åíèÿ ÷èñëåííîñòè
(ðèñóíîê 4).

Íà ðèñóíêå 5 ïðåäñòàâëåíà òàê íàçû-
âàåìàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ðàçâè-
òèÿ ïîïóëÿöèè â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà
k. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà (â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ðàçìåðîì îêíà ïðîñìîòðà) íà-
íîñÿòñÿ íà ïëîñêîñòü ðèñóíêà 120 èòåðà-
öèé çíà÷åíèÿ X. Ïåðâûå 500 òî÷åê èòåðà-

Ðèñóíîê 2.

Ðèñóíîê 3.
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öèé ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ïðîïóñêàþòñÿ.
Âíà÷àëå èìååì îäíó òî÷êó àñèìïòîòè÷åñ-
êîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè, çà-
òåì 2, 4, 8 è ò. ä., âïëîòü äî îáëàñòè õàîñà,
êîãäà òî÷êè çàïîëíÿþò öåëûå ïîëîñû èëè,
íàîáîðîò, îáðàçóþò ïóñòûå îêíà. Íåìûñëè-
ìî, íî ñîâåðøåííî íåïðåäñêàçóåìûå çíà÷å-
íèÿ âîçíèêàþò èç ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðî-
âàííîãî ïðîöåññà! (Ìîæíî ïðèâåñòè è îá-
ðàòíûé ïðèìåð, êîãäà èç õàîòè÷íûõ àïëî-
äèñìåíòîâ âîçíèêàåò áóðíàÿ îâàöèÿ). Èçó-
÷åíèåì ïîäîáíûõ ÿâëåíèé çàíèìàåòñÿ íà-
óêà ñèíåðãåòèêà ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷-
íûõ ïðîöåññîâ â ñàìîîðãàíèçóþùèõñÿ ñèñ-
òåìàõ [1].

Äàííàÿ äèàãðàììà èìååò ôðàêòàëüíûé
õàðàêòåð [2] (÷àñòè ðèñóíêà èìåþò ïîäîá-
íóþ ñòðóêòóðó). Íà ðèñóíêå 6 ïîêàçàíà óê-

ðóïíåííûì ïëàíîì âûäåëåííàÿ ðàìêîé ÷àñòü
îñíîâíîãî ðèñóíêà. Ïîäîáíóþ êàðòèíó ìîæ-
íî íàáëþäàòü íà áîëüøîé ãëóáèíå âëîæåí-
íîñòè ÷àñòåé ðèñóíêà.

Óïðàæíåíèå 2. Ñîñòàâüòå ïðîãðàììó
äëÿ ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ áèôóðêàöè-
îííîé äèàãðàììû (ðèñóíîê 5).

Óêàçàíèå.
a) Èñïîëüçóéòå ïðåîáðàçîâàíèå êîîð-

äèíàò, ÷òîáû âïèñàòü òî÷êó X â ãðàôè÷åñ-
êîå îêíî

Yw = Yw
min+ ( Yw

max� Yw
min)(X � Xmin)/( Xmax� Xmin),

ãäå Yw � êîîðäèíàòà ãðàôè÷åñêîãî îêíà, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ çíà÷åíèþ ïëîòíîñòè ïîïó-
ëÿöèè X.

b) Ïðåîáðàçîâàíèå âèäîèçìåíÿåòñÿ,
åñëè ãðàôè÷åñêîå îêíî èñïîëüçóåò ýêðàí-
íûå êîîðäèíàòû

Óïðàæíåíèå 3. Äîïîëíèòå ïðîãðàì-
ìó (èç óïðàæíåíèÿ 2) ôóíêöèåé óêàçàòåëÿ
êîîðäèíàò (â èñõîäíîé ñèñòåìå k�X) ëþáîé
òî÷êè îêíà è ôóíêöèåé óâåëè÷åíèÿ ëþáîé
ïðÿìîóãîëüíîé ïîäîáëàñòè.

Óêàçàíèå.
a) Äëÿ âûáðàííîé ïîäîáëàñòè ñîîò-

âåòñòâåííî èçìåíÿåòñÿ øàã ïðèðàùåíèÿ ïà-
ðàìåòðà k.

Ðèñóíîê 5.

Ðèñóíîê 4.

...ñîâåðøåííî íåïðåäñêàçóåìûå
çíà÷åíèÿ âîçíèêàþò èç
ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííîãî
ïðîöåññà!
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Â ïðèëîæåíèè íà CD ïðèâåäåí ïðè-
ìåð ñîçäàíèÿ ïðîãðàììû â ñðåäå Visual Basic
(Bifurcation.doc), âûïîëíÿåìûé ìîäóëü, ñî-
çäàííûé ñðåäñòâàìè Delphi (bio.exe).

Ïðîöåññû, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèåì
(1), óíèâåðñàëüíû â òîì ñìûñëå, ÷òî íàõî-
äÿò ñâîå ïðèëîæåíèå äëÿ áîëåå øèðîêîãî
êðóãà ÿâëåíèé, íàïðèìåð, â èññëåäîâàíèÿõ
ïî ëàçåðíîé ôèçèêå, àâòîêàòàëèòè÷åñêèõ ðå-
àêöèé â õèìèè. Ìàòåìàòèêè îòêðûëè óíè-
âåðñàëüíîå ÷èñëî (ïîäîáíîå ÷èñëó π), îíî
íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ôåéãåíáàóìà (δ) è îï-
ðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

δi = (ki � ki�1)/(ki+1 � ki),

ãäå ki � çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì
àñèìïòîòèêà èç 2i òî÷åê ïåðåõîäèò â 2i+1

òî÷êè.

Óïðàæíåíèå 4.
Èñïîëüçóÿ ïðîãðàììó (ïðèëîæåíèÿ),

íàéäèòå çíà÷åíèÿ ki óäâîåíèÿ ïåðèîäà äëÿ
íà÷àëüíûõ i è îïðåäåëèòå ïðèáëèæåíèå
÷èñëà Ôåéãåíáàóìà.

Óêàçàíèå. δ = 4.669...

ÊÎÍÊÓÐÅÍÖÈß
È ÑÎÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÂÈÄÎÂ

Ðàññìîòðèì, êàê «ðàáîòàåò» óðàâíå-
íèå (1) äëÿ ñëó÷àÿ ïîÿâëåíèÿ â äàííîì àðå-
àëå äðóãîãî âèäà, ïîòðåáëÿþùåãî òîò æå èñ-
òî÷íèê ïèùè Q. Óðàâíåíèå (1) çàïèñûâàåò-

ñÿ äëÿ êàæäîãî âèäà ñî ñâîèìè (ñâîéñòâåí-
íûìè âèäó) êîýôôèöèåíòàìè:

∆X1 = k1 ⋅ X1 ⋅ (Q1 � X1� X2) � d1 ⋅ X1,
(2)∆X2 = k2 ⋅ X2 ⋅ (Q2 � X1� X2) � d2 ⋅ X2,

ïðè÷åì Q1 = Q2 = Q, à âûðàæåíèå (Q � X)
óðàâíåíèÿ (1) çàìåíÿåòñÿ íà (Q � X1 � X2) â
óðàâíåíèÿõ (2), ãäå X1 è X2 � ÷èñëåííîñòè
îñîáåé ñîîòâåòñòâóþùåãî âèäà ïîïóëÿöèè.
(Â îáùåì ñëó÷àå, ïîòðåáëåíèå ðåñóðñà îò-
ëè÷àåòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ, è íàäî èñ-
ïîëüçîâàòü âûðàæåíèå (Q � a1X1 � a2X2), íî
ìû íå ñòàíåì óñëîæíÿòü èññëåäîâàíèå äî-
ïîëíèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè). Â ýòèõ óñ-
ëîâèÿõ âûæèâàåò òîëüêî îäèí âèä (ðèñóíîê
7, ìîäåëü Bio_2.xls), à äðóãîé âûìèðàåò, òàê
êàê âèä ñ áîëüøåé êîíñòàíòîé ðàçìíîæå-

Ðèñóíîê 6.

Ðèñóíîê 7.

Â ýòèõ óñëîâèÿõ âûæèâàåò
òîëüêî îäèí âèä...
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íèÿ (íàïðèìåð k2) ïîåäàåò ïèùó ãîðàçäî áû-
ñòðåå, è, êàê ñëåäñòâèå ýòîãî, äàæå ïðè ìà-
ëîé äîëå íà÷àëüíîé ÷èñëåííîñòè âûòåñíÿåò
äðóãîé âèä (êàê ñëó÷èëîñü, íàïðèìåð, ïðè
çàñåëåíèè Àâñòðàëèè êðîëèêàìè). Ñîñóùå-
ñòâîâàíèå âèäîâ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì,
åñëè êîëè÷åñòâà ïîäâîäèìîé ïèùè ðàçëè÷-
íû äëÿ ðàçíûõ âèäîâ (Q1 ≠ Q2). Ïðîâåäåì
àäàïòàöèþ ïîïóëÿöèé ïóòåì ïîäáîðà èíäè-
âèäóàëüíûõ êîíñòàíò k, Q, d. Íà ðèñóíêå 8
ïðèâåäåíû ãðàôèêè ÷èñëåííîñòè êîíêóðè-
ðóþùèõ ïîïóëÿöèé äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäå-
ëè, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå 1 (ìîäåëü
Bio_2C.xls).

Ïðîâåäåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâà-
åò, ïî÷åìó äëÿ âûæèâàíèÿ âèäîâ âàæíóþ ðîëü
èãðàþò òàê íàçûâàåìûå ýêîëîãè÷åñêèå íèøè
è ïî÷åìó âûæèâàþùèå âèäû ñòîëü ñïåöèàëè-
çèðîâàíû. Õîðîøî èçâåñòíûé ïðèìåð ñîñó-
ùåñòâîâàíèÿ è êîíêóðåíöèè � ðàñïðåäåëåíèå
ðàñòèòåëüíîñòè ïî âûñîòå â ãîðàõ.

Óïðàæíåíèå 5. (Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî
èññëåäîâàíèÿ).

Ñìîäåëèðóéòå ñèìáèîç äâóõ ïîïóëÿ-
öèé, êîãäà êîîïåðàöèÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ îá-
ëåã÷àåò èõ ñóùåñòâîâàíèå (íàïðèìåð, äåðå-
âüÿ � ï÷åëû). Íàéäèòå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè
âèäîâ (ïîñòîÿíñòâî êîëè÷åñòâà îñîáåé).

Óêàçàíèå.
a) Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü ðàç-

ìíîæåíèÿ îäíîãî âèäà ëèíåéíî çàâèñèò îò
êîëè÷åñòâà îñîáåé äðóãîãî.

á) Åñëè â óðàâíåíèè (1) íå ó÷èòûâà-
þòñÿ ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå âíóòðèâèäîâîå
ïîäàâëåíèå � kX2, òî îáðàçóþùèå óðàâíå-
íèÿ èìåþò âèä:

∆X1 = (k1 + k′1 ⋅ X2) ⋅ X1 � d1 ⋅ X1

∆X2 = (k2 + k′2 ⋅ X1) ⋅ X2 � d2 ⋅ X2

ÌÎÄÅËÜ ÑÈÑÒÅÌÛ ÕÈÙÍÈÊ-ÆÅÐÒÂÀ

Èç ñòàðèííûõ îõîòíè÷üèõ êíèã, êî-
òîðûå âåëèñü ñî ñêðóïóëåçíîé ïåäàíòè÷íî-
ñòüþ, áûëà îòìå÷åíà âðåìåííàÿ îñöèëëÿöèÿ
êîëè÷åñòâà çàéöåâ è ðûñåé â çàäàííîì àðå-
àëå (â ïåðåñ÷åòå ê îõîòíè÷üèì òðîôåÿì).
Ñìîäåëèðóåì îòìå÷åííóþ äèíàìèêó.

Ïóñòü âèä-æåðòâà èìååò èíäåêñ 1. Ïðè
äîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå ïèùè äàííûé âèä
ðàçìíîæàåòñÿ ïî çàêîíó:

Ïðèðîñò1 = k1 ⋅ X1

Ñêîðîñòü óáûâàíèÿ, î÷åâèäíî, ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ÷èñëó æåðòâ è õèùíèêîâ:

Ïîòåðè1 = d1 ⋅ X1 ⋅ X2

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äëÿ õèùíèêîâ
(èíäåêñ 2). Òàê êàê õèùíèêè æèâóò çà ñ÷åò
æåðòâ, òî ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ õèùíèêîâ
ïðîïîðöèîíàëüíà èõ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó è
êîëè÷åñòâó ïèùè, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ
÷èñëåííîñòüþ âèäà 1, à åñòåñòâåííàÿ óáûëü
õèùíèêîâ ïðîïîðöèîíàëüíà èõ êîëè÷åñòâó:

Ïðèðîñò2 = k2 ⋅ X1 ⋅ X2

Ïîòåðè2 = d2 ⋅ X2

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ èìåþò âèä
(ìîäåëü Ëîòêè-Âîëüòåððà):

∆X1 = k1 ⋅ X1 � d1 ⋅ X1 ⋅ X2, (3)
∆X2 = k2 ⋅ X1 ⋅ X2 � d2 ⋅ X2.

Ðàçðàáîòêà ìîäåëè â Excel ïðåäñòàâ-
ëåíà íà ðèñóíîê 9.

 Èñõîäíàÿ ìîäåëü ÷ðåçìåðíî îáùàÿ è
ïîòîìó î÷åíü íåóñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþ ê
âõîäíûì ïàðàìåòðàì. Áèîëîãè÷åñêèå ñâÿçè
ìåæäó ïîïóëÿöèÿìè áîëåå ñëîæíû. Íàïðè-
ìåð, áèîëîãè óêàçûâàþò íà âîçìîæíîñòü âû-
æèâàíèÿ æåðòâ, êîãäà îïðåäåëåííîå ìèíè-
ìàëüíîå ÷èñëî èõ âûæèâàåò (îíè ìîãóò ïå-
ðåáðàòüñÿ â äðóãèå ðàéîíû, íåäîñòóïíûå
õèùíèêàì). Äàííûé ôàêò ìîæåò áûòü ó÷-Ðèñóíîê 8.

Âèä K Q d

1 0.22 6 0.2

2 0.2 4 0.1

Òàáëèöà 1.
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Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè

ÑÖÅÍÀÐÈÈ ÓÐÎÊÎÂ

òåí â ìîäåëè äîáàâëåíèåì ïîñòîÿííîãî ÷ëå-
íà V1 â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ïðèðîñòà âèäà-æåðòâû. Íà ðèñóíêå 9
ïðåäñòàâëåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè
÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé ïðè óêàçàííûõ íà
òîì æå ðèñóíêå ïàðàìåòðàõ è íà÷àëüíûõ
÷èñëåííîñòÿõ X2(0) è X1(0) õèùíèêîâ è èõ
æåðòâ. Îòìåòèì çàïàçäûâàþùèé õàðàêòåð
äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè âèäà-õèùíèêà ïî
îòíîøåíèþ ê ÷èñëåííîñòè âèäà-æåðòâû
(ìîäåëü Bio_2X.xls).

Ïðèâåäåííûå â ñòàòüå ìîäåëè â òàá-
ëè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè MS Excel ïðèëîæå-
íû íà CD.

ÇÀÄÀÍÈß
ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ

Çàäàíèå 1
Íàðèñóéòå ïðèìåðíûé ãðàôèê âðåìåí-

íîé çàâèñèìîñòè ñóììàðíîé ïðîòÿæåííîñ-
òè æåëåçíûõ äîðîã íà òåððèòîðèè îòäåëü-
íîãî ðàçâèòîãî ãîñóäàðñòâà (íàïðèìåð,
ÑØÀ) â íà÷àëå ýïîõè ðàçâèòèÿ ýòîãî âèäà
òðàíñïîðòà. Ïðèâåäèòå îáîñíîâàíèå âèäà
ãðàôèêà.

Óêàçàíèå. Íà÷àëüíûé ýòàï ðàçâèòèÿ
æåëåçíîäîðîæíîãî òðàíñïîðòà èìååò âèä,
ïîäîáíûé ëîãèñòè÷åñêîé êðèâîé (ðèñóíîê
10), òàê êàê ÷åì áîëüøå äîðîã, òåì áûñòðåå

îíè ñïîñîáñòâóþò ñòðîèòåëüñòâó íîâûõ äî-
ðîã. Ñïàä òåìïîâ ñòðîèòåëüñòâà âûçûâàåòñÿ
óìåíüøåíèåì òåððèòîðèè, ãäå æåëåçíûå äî-
ðîãè åùå íå ïîñòðîåíû.

Çàäàíèå 2
Ïðèâåäèòå ïðîñòóþ ìîäåëü ðàçâèòèÿ

ýïèäåìèè âèðóñà ãðèïïà â áîëüøîì ãîðîäå
áåç ïðîôèëàêòè÷åñêîãî è âðà÷åáíîãî âìå-
øàòåëüñòâà. Ñìîäåëèðóéòå â Excel ïðîöåññ
âî âðåìåíè. Âûäåëèòå âðåìåííûå ó÷àñòêè
íà÷àëüíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàáîëåâàíèÿ,
ýïèäåìè÷åñêîãî êðèçà è ñïàäà ýïèäåìèè.
Îáúÿñíèòå îáúåêòèâíîå íàëè÷èå ýòèõ ôàç
äàæå ïðè ïðîâåäåíèè (êàêèõ?) ïðîôèëàê-
òè÷åñêèõ ìåðîïðèÿòèé. Ïî÷åìó ââîäèòñÿ æå-
ñòêèé êàðàíòèí ñëóæáàìè Ì×Ñ äàæå ïðè
ìàëûõ çàôèêñèðîâàííûõ ñëó÷àÿõ çàðàæåíèÿ
îïàñíûìè âèðóñàìè?

Ðèñóíîê 9.

Ðèñóíîê 10. Ëîãèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ.

...áèîëîãè óêàçûâàþò íà
âîçìîæíîñòü âûæèâàíèÿ
æåðòâ...
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Ïàíüãèíà Í.Í.
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Óêàçàíèå. Åñëè N � êîëè÷åñòâî íàñå-
ëåíèÿ â ãîðîäå, I(t) � ÷èñëî èíôèöèðîâàí-
íûõ («âèðóñîíîñèòåëåé») â ìîìåíò âðåìå-
íè t, òî êàæäûé ïîòåíöèàëüíî ìîæåò ïåðå-
äàòü âèðóñ ÷àñòè çäîðîâîãî íàñåëåíèÿ (N �
I). Ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíûå âåëè÷èíû, òî
åñòü, íàïðèìåð, i = I / N � äîëÿ èíôèöèðî-
âàííîãî íàñåëåíèÿ, s = 1 � i � äîëÿ, ïîäâåð-
æåííàÿ âîçìîæíîìó èíôèöèðîâàíèþ (óÿç-
âèìàÿ ê âèðóñó), òîãäà äîëÿ âíîâü çàáîëåâ-
øèõ çà åäèíèöó âðåìåíè (∆t) ñòàíåò

∆i = k ⋅ i ⋅ s,

ãäå k � êîíòàêòíûé ïîêàçàòåëü, ó÷èòûâàþ-
ùèé ñðåäíåå êîëè÷åñòâî êîíòàêòîâ îäíîãî
÷åëîâåêà çà åäèíèöó âðåìåíè è ðèñê ïåðå-
äà÷è âèðóñà â êàæäîì èç ýòèõ êîíòàêòîâ.

Óñëîâíûå íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ çà-
äàíèÿ:

n = 1, i(0) = 2.0e � 4 (ê ïðèìåðó, èí-
ôèöèðîâàíî 10 ÷åëîâåê â ãîðîäå èç 50000
÷åëîâåê),

k = 0.15,
∆t = 1 «óñëîâíàÿ» íåäåëÿ áîëåçíè.
Â äàííîì ñëó÷àå ðàçâèòèå ýïèäåìèè

òàêæå ïðîñëåæèâàåòñÿ «ëîãèñòè÷åñêîé»
êðèâîé âèäà

Ðèñóíîê 11.

i(t) = 1/(1 + exp(�kt)).

Çàäàíèå 3
Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü (SIR) ðàçâèòèÿ

ýïèäåìèè ïðåäóñìàòðèâàåò èñöåëåíèå â óñ-
ëîâèÿõ çàäàíèÿ 2 ïðè íàëè÷èè àíòèâèðóñà
(îáçîð ïóáëèêàöèé â [3]). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
óâåëè÷åíèå äîëè (r) èñöåëåííûõ (è íåâîñï-
ðèèì÷èâûõ â äàëüíåéøåì ê âèðóñó) èíäè-
âèäóóìîâ ïðîèñõîäèò ïðîïîðöèîíàëüíî (êî-
ýôôèöèåíò γ) äîëè èíôèöèðîâàííîãî íàñå-
ëåíèÿ (àíòèâèðóñ àêòèâèçèðóåòñÿ èìåííî â
ýòîé ñðåäå), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå îáðàçóþ-
ùèå óðàâíåíèÿ

∆s = �k ⋅ i ⋅ s

∆i = k ⋅ i ⋅ s � γ ⋅ i

Ïåðâîå óðàâíåíèå õàðàêòåðèçóåò
óìåíüøåíèå (çíàê ìèíóñ â ïðàâîé ÷àñòè)
äîëè íàñåëåíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîä-
âåðæåíà èíôåêöèè â åäèíè÷íûé èíòåðâàë
âðåìåíè. Âòîðîå óðàâíåíèå ïîêàçûâàåò óâå-
ëè÷åíèå íà òàêóþ æå âåëè÷èíó äîëè èíôè-
öèðîâàííûõ ëþäåé çà âû÷åòîì ÷àñòè èíôè-
öèðîâàííûõ ëþäåé, êîòîðûå âûçäîðîâåëè
÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ è ïðèîáðåëè ñòîé-
êèé èììóíèòåò ê äàííîìó âèðóñó (ïðè ýòîì
r = 1 � s � i).

Ïîñòðîèòü äàííóþ êëàññè÷åñêóþ ìî-
äåëü ýïèäåìèè ñ ïîìîùüþ òàáëèö Excel.

Óêàçàíèå. Ïðè óñëîâíûõ íà÷àëüíûõ
äàííûõ, óêàçàííûõ íèæå, ïîëó÷èì ãðàôèêè
ðàçâèòèÿ ýïèäåìèè, ïðåäñòàâëåííûå íà ðè-
ñóíêå 11.

i(0) = 0.0002 s(0) = 1 � i(0)
k = 0.15 γ = 0.3
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